26 Capitulo 2 El movimiento ondulatorio

P - (a)

ALZ0

(b}
As L 23
2w
t g (c)
— (d)

FIGURA 2.18 Suma de fasores.

2.7 ONDAS PLANAS

La onda plana es quizds el cjemplo mds simple de onda tridimen-
sional. Existe en un instante dado, cuando todas las superficies
sobre las cuales una perturbacion tiene fase constante, forman un
conjunto de planos, cada uno generalmente perpendicular a 1a
direccion de propagacion. Hay razones practicas para estudiar este
tipo de perturbacién, una de las cuales es que usando sistemas Opti-
cos podemos producir fdcilmente Tuz semejante a ondas planas.

La expresion matemdtica para un plano perpendicular a un
vector dado K y que pasa a través de algtin punto (x,, vo, z) s
bastante fdcil de deducir (figura 2.19). Primero escribimos el
vector de posicién en coordenadas cartesianas, en términos de
los vectores unitarios de la base (figura 2.19a)

r=axi +y] + k

Comienza en algiin origen arbitrario O y termina cn el punto
(x, ¥, 2) que, por el momento, puede ser cualquier lugar en el
espacio.
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FIGURA 2.19 (q] Los veciores unitarios de la base cartesiana.
{b) Una onda plana moviéndose en la direccién de k.

De un modo parecido,
(r—ry =(@x— Xu)i (vl + (2 — )k
Estableciendo

(r—rg):k=0 (2.38)

obligamos al vector (r - rp) a barrer un plano perpendicular a
k, al ir adquiriendo su punto extremo (x, y, 7) todos los valores
permitidos.

Con

k =ki+kj+kk (2.39)



la ecuacion (2.38) puede expresarse de la siguiente forma

kdx = xo) T h(y —yo) t kilz—2) =0  (2.40)

0 Ccomo kx+ky+thkz=ua (241
donde

a = kg + kyo + k.zy = constante (2.42)

La forma mds concisa de la ecuacion de un plano perpendicu-
lar a k es entonces

k-r = constante = a (2.43)

El plano es el lugar de todos los puntos cuyos vectores de posi-
cién tienen cada uno la misma proyeccion en la direccién de k.

Ahora podemos construir un conjunto de planos sobre los
cuales ii(r) varfa de manera sinusoidal en el espacio. es decir

Uir) = A sen (k-r) (2.44)
Pir) = Acos (k-r) (2.45)
0 bir) = Ae'™T (2.46)

Para todas estas expresiones (s(r) se mantiene constante sobre
cada plano definido por k- r = constante. Como estamos anali-
zando las funciones arménicas, deberian repetirse en el espa-
cio después de un desplazamiento de A en la direccion de k. En
la figura 2.20 se representa de manera muy sencilla esta clase
de expresidn. Del infinito nimero de planos, hemos dibujado
tan sélo unos pocos, cada uno con una is(r) diferente. Los pla-
nos deberfan también haberse dibujado con una extensién
espacial infinita, ya que no se han puesto Iimites a r. La per-
turbacién ocupa claramente todo ¢l espacio.
La naturaleza repetitiva espacial de estas funciones arméni-
cas se puede expresar por
Mc)
i) =g |r+ == (2.47)
k
donde k es la magnitud de k y k/k es un vector unitario parale-
lo a €l (figura 2.21). En la forma exponencial, esto equivale a

AT = AR AL 4 ik ik

Para que sea cierto, debemos tener

i}\k;l

2T

= €
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Desplazamiento
en la direceion de k.

FIGURA 2.20 Frentes de onda para una onda plana arménica.

FIGURA 2,21

Ondas planas.
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Por consiguicnte

Ak =2m

k=2m/A

El vector k, cuya magnitud es el mimero de propagacicn k (ya
introducido), se llama vector de onda de o propagacién.
En cualquier punto fijo del espacio donde r es constante, la
fase es constante y también lo es ¢i(r); en resumen, los planos
estdn inmdviles. Para hacer que se muevan, Jifr) debe hacerse
variar en el tiempo, algo que puede lograrse introduciendo la
dependencia del tiempo en una forma aniloga a la de una onda
unidimensional.
Aqui entonces

U(r, 1) = Ae" D (2.48)

donde A, w y k son constantes. Mientras que esta perturbacién
viaja a lo largo de la direccién k, podemos asignarle una fase
correspondiente en cada punto en el espacio y en el tiempo. En
cualquier instante, las superficies que unen todos los puntos
de igual fase se conocen como frentes de onda. Obsérvese
que la funcidén de onda tendrd un valor constante sobre el fren-
te de onda solamente si la amplitud A tiene un valor fijo en
todos los puntos del {rente de onda. Por lo general, A es una
funcion de r y puede que no sea constante en todo el espacio o
en todo un frente de onda. En este (iltimo caso, la onda se dice
inhomogénea. Nos ocuparemos de esta clase de perturbacién
solo mds adelante cuando analicemos los haces de ldser y la
reflexién total interna.

La velocidad de fase de una onda plana dada por la ecua-
cién (2.48) es equivalente a la velocidad de propagacién del
frente de onda. En la figura 2.21, la componente escalar de r
en la direccion de k es ry. La perturbacion en un frente de onda
es constante, de manera que al cabo de un tiempo dr, si el fren-
te recorre una distancia d,; a lo largo de k, debemos tener

(e, t) = di(r, + dry, t + dt) = (1, 1) (2.49)

En forma exponencial, seria
9
A{,i(k‘rT— wr) — Aef'{kr,\+kdr,\ et e i) — Aei(krki il

por consiguiente kdr,= Twdt

La magnitud de la velocidad de 1a onda, dr/dt es
d?’;\.

e (2.50)
dt k

Podriamos haber anticipado este resultado girando el sistema
coordenado de la figura 2.21 de tal forma que k fuera paralelo
al eje x. Para esa orientacién

U(r, 1) = AeikrTen

va que K-r = kr;, = kx. La onda ha sido reducida efectivamente
de esa manera a la perturbacion unidimensional de la que va se
habld.

Ahora, considérense las dos ondas de la figura 2.22; ambas
tienen la misma longitud de onda A de tal manera que k; =k, =
k=2m/A. Laonda | que se propaga 4 lo largo del eje z puede
escribirse asi

o)
z— wl

2
U = A, cos iy

donde, puesto que Kk, y r son paralelos, K;-r=kz = (27/A )z. De
forma andloga, paralaonda 2, Ky r =k.z + k,y = (k cos 6)z + (k

sen @),

Volveremos a estas expresiones y a lo que ocurre en la zona de
superposicién cuando analicemos la interferencia con mds
detalle.

La onda armonica plana a menudo se escribe en coordena-
das cartesianas como

2
i = A, cos iy

Wix, ¥, 7, 1) = AettkrtRoThaTen (2.51)
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FIGURA 2.22 Dos ondas superpuestas de la misma longitud de

onda moviéndose en direcciones diferentes.



o l}i’(x Yz IJ — Aei’]’k{ax-l-ﬁ_\- b yzi =] (252)

donde a, B, y 7y son los coscnos directores de k (véase proble-
ma 2.33). En términos de sus componentes, la magnitud del
vector de propagacion estd dado por

K| =k = (k2 + K2+ k)2 (2.53)
¥ por supuesto

a+ B+ =1 (2.54)

Hemos examinado ondas planas poniendo de relieve particu- .

larmente las funciones arménicas. El significado especial de
estas ondas ¢s doble: en primer lugar, fisicamente, las ondas
sinusoidales pueden generarse de manera relativamente sim-
ple, usando alguna forma de oscilador arménico; en segundo
lugar, cualquier onda tridimensional puede expresarse como
una combinacién de ondas planas, cada una con amplitud y
direccion de propagacidn distintas,

Podemos ciertamente imaginar una serie de ondas planas
como las de la figura 2.20, donde la perturbacién varfa de al-
guna forma que no es arménica (figura 2.23). En la siguiente
seccidn se verd que las ondas planas arménicas son, efectiva-
mente, un caso especial de una solucién mds general de ondas
planas.

FIGURA 2.23 Imagen de un inico pulso léser colimado captado
mienfras se desplazaba a lo largo de la superficie de una regla. Este
impulso uliracerto de luz equivalia a una parte de una onda plana. Se
extendia en el tiempo durante 300 % 1071° s y media tan stlo una fraccién
de milimetro de largo. (Foto cedida por J. Valdamanis y N.H. Abramson).

2.8 la ecuacién diferencial de onda tridimensional 29

2.8 LA ECUACION DIFERENCIAL DE ONDA
TRIDIMENSIONAL

De todas las ondas tridimensionales, solamente la onda plana
(arménica o no) puede moverse en el espacio sin cambiar su
perfil. Estd claro que la idea de una onda como una perturba-
cién cuyo perfil ne se altera es algo incompleta. De la misma
manera, podemos definir una onda como una solucién cual-
quiera de la ecuacion diferencial de onda. Lo que necesitamos
ahora es una ecuacion de onda tridimensional, lo cual deberia
ser bastante sencillo de conseguir ya que podemos adivinar su
forma generalizando la expresién unidimensional, ecuacién
(2.11). No hay que olvidar que en coordenadas cartesianas, las
variables de posicién x, y, y z licnen que aparecer simétrica-
mente * en la ecuacién tridimensional. La funcién de onda
U(x, ¥, z, 1) dada por la ecuacién (2.52) es una solucién parti-
cular de la ecuacion diferencial que estamos buscando. En ana-
logia con la deduccidn de la ecuacién (2.11), calculamos las
siguientes derivadas parciales de la ecuacién (2.52):

(’izi,ff ”
Py —a’k*y (2.55)
o 7 _
o —BY (2.56)
dy=
42
dj’ = —yk7y (2.57)
P )

y 5= —w (2.58)
o’

Sumando las tres derivadas espaciales y utilizando el hecho de
que o’ + B% + ¥ = 1, obtenemos
r'i'zqu 8'21,1'; 62t)’f
o
R R e
Combinando esto con la derivada del tiempo, ecuacidn (2.58)
y recordando que v = w/k, llegamos a

= —k% (2.59)

(2.60)

2 No hay distincién caracteristica para ninguno de los ejes en coorde-
nadas cartesianas. Debemos por lo fanto ser capaces de cambiar los
nombres de, digamos, x a z, de y a x y de z a y (manteniendo el siste-
ma derecho) sin alterar la ecuacion diferencial de onda.
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la ecuacion diferencial de onda tridimensional. Obsérvese que x,
V. y zaparecen simétricamente y que la forma es precisamente la
que uno esperaria de la generalizacion de la ecuacién (2.11).

La ecuacidn (2.60) sc escribe, por lo general, de una forma
mds concisa introduciendo ¢l operador Laplaciano

o’ 9’ &

Vs—s+-—>+-5 2.61
ox” dy” az’ ( )
que pasa a ser simplemente
, L oy .
S = — — 2
Vb =523 (2.62)

Ahora que disponemos de esta ecuacién muy importante, vol-
vamos brevemente a la onda plana y veamos cémo se adecua
al esquema de cosas. Una funcién de la forma

l!!(Y V, 7 () —_ Aeik(ax+ﬁ_\'~fy‘:T—mJ

(2.63)

es equivalente a la ccuacion (2.52) y como tal, es una solucion de
la ecuacion (2.62). Se puede también demostrar (problema 2.34)
que

Uix, vz, 1) = flax + By + vz — vt) (2.64)

¥ (x, v,z f) = glax + By + yz + wt) (2.65)

son ambas soluciones de onda plana de la ecuacién diferencial
de onda. Las funciones f'y g, que son diferenciables dos veces,
son arbitrarias y no necesitan ciertamente ser armonicas. Una
combinacidn lineal de estas soluciones es también una solucién,
pudiendo escribir esto de una forma ligeramente diferente como

Wi, 1) = Cfir-k/k — o) + Cog(r-k/k +vt)  (2.66)

donde C; y C5 son constanles.

Las coordenadas cartesianas son particularmente adecuadas
para describir ondas planas. Sin embargo, cuando aparecen
varias situaciones [isicas, podemos frecuentemente sacar mas
provecho de las simetrias existentes utilizando otras represen-
taciones coordenadas.

2.9 ONDAS ESFERICAS

Arrojemos una piedra a un depdsito de agua. Las ondas super-
ficiales que proceden del punto de impacto, sc esparcen hacia
afuera en ondas circulares bidimensionales. Extendiendo esta

imagen a tres dimensiones, imaginesc una pequefia esfera que
late, rodeada de un fluido. La contraccidn y expansion de la
fuente generan variaciones de presidén que se propagan hacia
afuera como ondas esféricas.

Considérese ahora una fuente puntual ideal de luz. La radia-
cidn que procede de ella fluye radialmente hacia aluera, unifor-
memente en todas las direcciones. Se dice que la fuente es
isdtropa y los frentes de onda resultantes son de nuevo esferas
concéntricas con didmetro creciente cuando se expanden en ¢l
cspacio que los rodea. La simetria obvia de los frentes de onda
sugiere que podria ser mds conveniente describirlos matemati-
camente en términos de coordenadas esféricas polares (figura
2.24). En esta representacidn, el operador Laplaciano es

VQELqi r’—’i _4_..,’1____1 scnﬂi
roar ar rosen 6 060 a6
L (2.67)
T sen” @ dg? '
donde 1, 6, ¢ se definen por
X = rsen fcos ¢, v = rsen @sen ¢, z=rcos 0

Recuérdese que estamos buscando una descripeion de ondas
csféricas, ondas que son simétricas csféricamente (es decir,
que no dependen de 6 ni de ¢); por lo tanto

(r) =il 6. ) = U(r)

ks

FIGURA 2.24 Geometria de coordenadas esféricas.



Entonces, el Laplaciano de ii(r) es simplemente

. 1 d L il
Var) = ?—3 —| - — (2.68)

or ar
Este resultado se puede obtener sin conocer la ecuacion (2.67).
Comiéncese con la forma cartesiana del Laplaciano, ecuacién
(2.61), opérese sobre la funcién de onda (r) simétricamente
eslCrica y conviértase cada término en coordenadas polares.
Examinando solamente la dependencia de x, tenemos

hlr Ay ar
dx dr dx
@ far\* a8
)! - 3 = _i- -— + — —
dx ar \ dx ar dx”
ya que Wi(r) = (r)
Utilizando Ayt = 2
tenemos
ar  x  @r 1 o () + d (1 l | X
— = —, —:—T-- X x— | — _— PR —
dx r ax? rodx dx \ r r 2
oY o a] X7\ A
}’ 5 = _2 2 + — ] D
dx~ rToars r | odr

Ahora teniendo 9%/ dx>, formamos > Jayty @ ozt
. y o7y y

sumando obtenemos

VA(r) =

Ol 2 d
b2
ar- rodr
la cual es equivalente a la ecuacién (2.68). Este resultado pue-

de expresarse de forma ligeramente diferente:

2

, [ a-
Vi = ——= (1) (2.69)
roar”
La ecuacion diferencial de onda puede escribirse como
1 o 1 6%y
— =5 (2.70)
Foare uTodr”
Multiplicando ambos lados por r, obtenemos
o () 1 a° 0 2.71)
= () = —=—= (r 2.
ar- g o o (ry
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Obsérvese que esta expresion es ahora precisamente la ecuacidn
diferencial de onda unidimensional, ecuacion (2.11), donde la
variable espacial ¢s r y la funcidn de onda es ¢l producto (rifr).
La solucion de la ecuacion (2.71) es entonces simplemente

rli(r 1) = f(r — ovt)

o Wi 1) = (2.72)

fir = o)
I
Esto representa una onda eslérica que progresa radialmente
hacia afuera desde su origen. con una velocidad constante v, y
que ticne una forma funcional arbitraria f. Otra solucién estd

dada por

elr + i)
s

Win 1) =

y en este caso la onda estd convergiendo hacia el origen . El
hecho de que esta expresidn falla en r = 0 es de poca impor-
tancia prictica.

Un caso espacial de la solucién general

. .
win = =00 o 8O 0
r r
es la onda esférica armdnica
Hiea
i t) = (—) cos k (r % i) (2.74)
J i ]
&\f ik =)
0 W t)=|— e (2.75)
r

donde la constante =4 se denomina intensidad de la fuente. Para
cualquier valor fijo del tiempo, esto representa una agrupacion
de esferas concéntricas que llenan todo el espacio. Cada frente
de onda, o superticie de fase constante, estd dado por

kr = constante

Obsérvese que la amplitud de cualquicr onda esférica es una
funcién de r, donde ¢l término # ' sirve como factor de atenua-
cién. Contrariamente a la onda plana, una onda esférica dismi-
nuye en amplitud, cambiando por lo tanto su perfil, al

3 Existen ofras soluciones mas complicadas cuando la onda no es esfé-
ricamente siméfrica. Véase C. A. Coulson, Waves, capitulo 1.



32 Capitulo 2 El movimiento ondulatorio

Wir, 1)
!
\
| \\,_;&'.."r
N
N
N
N
o N
: .
S <
~I2 X,
o I~ ] Olez
- _/.1..!‘“‘,-4__%
\ AW =
o ‘ { N
¥
0 I
FIGURA 2.25 «Exposicion cuadruples de un pulso esférico.

expandirse y alejarse del origen * Lafi gura 2.25 ilustra este
hecho gréificamente, mostrando una «exposicion miltiple» de
un pulso esférico en cuatro tiempos diferentes. El pulso tiene 1a
misma extension en el espacio en cualquier punto a lo largo de
cualquier radio r, es decir, el ancho del pulso a lo largo del eje r
es una constante. La figura 2.26 es un intento de relacionar la
representacion de (7, t), de la figura anterior con su forma real
de onda esférica. Representa la mitad de un pulso esférico en
dos tiempos diferentes, cuando la onda se expande hacia afue-
ra. Recuérdese que estos resultados se obtienen independiente-
mente de la direccion de r, debido a la simetria es{érica.
Podriamos también haber dibujado una onda simétrica, en lugar
de un pulso, en las figuras 2.25 y 2.26. En este caso, la pertur-
bacion sinusoidal habria estado limitada por las curvas

fr=glfr y Y= —sd/r

* El factor de atenuacién es consecuencia directa de la conservacién de
energia. El capitulo 3 contiene una discusion de como se aplican estas
ideas concrefamente a la radiacién electromagnética.

it

FIGURA 2.26 Frentes de onda sesféricos.

La onda esférica saliente que procede de una fuente puntual y
la entrante que converge hacia un punto, son idealizaciones.
En realidad, la luz sélo se aproxima a ondas esléricas como
tambiécn s6lo se aproxima a ondas planas.

Cuando un frente de onda estérico se propaga hacia afuera,
su radio aumenta. A una distancia suficiente de la fuente, una
pequefia drea del frente de onda se parccerd mucho a una por-
cion de una onda plana (figura 2.27).

FIGURA 2.27 Aplonamiento de ondas
esféricas con la distancia.



2.10 ONDAS CILINDRICAS

Ahora examinaremos brevemente otro frente de onda idealiza-
do, el cilindro circular infinito. Desafortunadamente, dada la
complejidad del tratamiento matemdtico preciso, aqui nos
limitaremos a trazar el procedimiento. El Laplaciano de ¢ en
coordenadas cilindricas (figura 2.28) es

I d alr 1 821;’1
Vi =——|r—|+5 =%+
=T (r ar) r* 96°

Y
o (2.76)

donde

El caso sencillo de simetria cilindrica requiere que

Pir) = (r 6, z) = U(r)

La independencia en @ significa que un plano perpendicular al
gje z intersecard el frente de onda en un circulo, el cual puede
variar en r, para diferentes valores de z. Aparte, la independen-
cia en z restringe ademds el frente de onda a un cilindro circu-
lar recto centrado en el eje z y que tiene una longitud infinita.
La ecuacidn diferencial de onda es entonces

T
l
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1o og 1%y
PR Al Bl vy
rodr ar o° o0t
Después de alguna operacién en la cual la dependencia del
tiempo se separa, la ccuacién (2.77) se convierte en algo que se
llama la ecuacién de Bessel. Las soluciones de la ecuacién de
Bessel para grandes valores de r se aproximan gradualmente a

formas trigonométricas simples. Cuando r es suficientemente
grande, podemos escribir

2.77)

Re/)
(r 1) = ;

e:’k{r )

Pl t) = % cos k(r = o) (2.78)
Esto representa un conjunto de cilindros circulares coaxiales
que llenan todo el espacio y que viajan hacia una fuente lineal
infinita o se alejan de ella. Ahora, no se puede encontrar nin-
guna solucidn en términos de funciones arbitrarias como las
habia tanto para las ondas esféricas [ecuacion (2.73)] como
para las ondas planas [ecuacién (2.66)].

Una onda plana que choca en la parte posterior de una pan-
talla opaca plana y que contiene una rendija delgada y larga,
producird una emisién, por esa rendija, de una perturbacién
parecida a una onda cilindrica (véase figura 2.29). Esta técnica
se ha utilizado ampliamente para generar ondas luminosas
cilindricas (pig. 386).

FIGURA 2.28 Geometria de coordenadas cilindricas.

FIGURA 2.29 Ondas cilindricas saliendo de una rendija estrecha y larga.



