Segundo Examen Parcial
Calculo IV

Enero 2022

1. Integre a lo largo de las trayectorias e intervalos descritos:

filz,y,2) =x+y+ 2z, &1(t) = (sint,cost,t), t:[0,2n]

folz,y,2) = zyz, G2(t) = (¢'cost,e'sint,3), t:[0,7]

En el caso de la primera funcion:

fi(t) =sint + cost +t

71(t) = (cost, —sint, 1)

G \/COSZt—l-sith—i— 1=+vV1+1=+v2

Entonces:

2m 2m 27
L :/ f1(t) ||5’1(t)||dt:/ (sint 4 cost + t)V2dt = \/5/ (sint + cost 4 t)dt
0 0 0

27 2m
= V2 {—cost—i—sint—l— 5]
0

L \/5{ [_ cos(2m) + sin(2n) + (Q;T)Q} _ [_ cos(0) + sin(0) + g”

L =V2[(-1+27%) — (-1)] = vV2(27?) = 27°V/2



En el caso de la sequnda funcion:

fa(t) = (e' cost)(e'sint)(3) = 3e* sint cost

7y(t) = (—€'sint + €' cost, e’ cost + €' sin ¢, 0)

|75 ()| = \/(—et sint + et cost)” + (et cost + et sint)”

Simplificando la norma de d(t):

IEAGIES \/e% (cost — sint)” + e (cost + sint)’

| = 1/e2 [(cost — sint)® + (cost + sint)?
2

l75()|| = e'\/cos? t — 2costsint + sin®t + cos? ¢ + 2cos ¢ sint + sin? ¢

16500 = ¢ /2 (cos? ¢ +sin?) = /2 (1) = V2
Entonces:
I, = / fa(t) ||o5()] dt = / (3e**sint cost) <et\/§> dt — 3\/5/ (% sin t cos 1) dt
0 0 0
Ademds, sin(2t) = 2sint cost:

3 ™
I = §\/§ / [€% sin(2t)] dt
0
Para integrar por partes usemos lo siguiente:

u = sin(2t)
du = 2 cos(2t)dt

dv = e3dt



De este modo:

s '1 1™ s 2
/ (€ sin(2t)] dt = | e sin(2t)| — / {—e& cos(2t)] dt
0 |3 o L3

/07T [e* sin(2t)] dt = :%e& sin(2t)| — 3 /07r [€% cos(2t)] dt

Dado que sin(27) = sin(0) = 0:

[%e?’t sm(2t)] =0

0

/07r [e* sin(2t)] dt = —% /07r [€% cos(2t)] dt

Para volver a integrar por partes usemos lo siguiente:

u = cos(2t)

du = —2sin(2t)dt

dv = e3dt
1 5
v = 36

De este modo:

[SVIN )
Wl N

/0 ’ (€% sin(2t)] dt = —

{ Eef’ﬁ Cos(2t)]: + /07r

/0 ' [¢* sin(2t)] dt = —g { Ee?’t cos(2t)]z + g /0 T sin(2t)dt}

™

e sin(2t)dt}

/ (€% sin(2t)] dt = — {—em COS(Qt):| - —/ e sin(2t)dt
0 9 9 Jo

0

Ahora, podemos despejar la integral que estamos buscando:

™

<1 I g) /0 ’ (¥ sin(2t)] dt = — [ge‘”’t 008(215)] .



13 [T

3t 20 0
5, [e* sin(2t)] dt = ~9 [e*™ cos(2m) — €” cos(0)]

13 /07T [egt sin(2t)} dt = =2 (63” _ 1) —9 (1 . esn)

/07r (€% sin(2t)] dt = % (1—¢"m)

Sustituyendo en Iy:

2. Evalte la integral de linea:
/ 22dx + rydy
c
a lo largo del cuadrado con vértices (1, 1), (0, 1), (0,0), (1,0), siguiendo ese orden.

Primero, tracemos el dibujo del problema (Figura 1.):
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Figura 1. Trayectoria C' del problema 2.

Debemos establecer las trayectorias que conforman a C':



Ft)=(1—t1), t:[0,1]
Ga(t) = (0,1 — 1), t:[0,1]
Gy(t) = (£,0), t:]0,1]

au(t) = (1,t), t:]0,1]
Encontrando las derivadas:

6l1(ﬂ = (—1,0)

d5(t) = (0,~1)

ds(t) = (1,0)

7,(t) = (0,1)

Realizando la integral:

71 G2 o3

/ 22dx 4 vydy = / 22dx + zydy + / 22dx 4 zydy + / 22dx + zydy + / 22 dx + zydy
c G &4
Realizando cada una de estas integrales por separado:

ﬁ a;2da:+xydy:/1(1—t)z(—l)dtJr(1—t)(1)(0)dt:—/1(1—t)2dt

[ v dx + rydy = /1(0)2(0)dt + (0)(1 —t)(—=1)dt =0

o2

/ v+ aydy = /0 (1)t + (0)(0) 0} = /0 Pt

[xzdx+xydy:/1(1)2(0)dt+(1)(t)(1)dt:/ltdt

04

Entonces:



1 1 1
/ vidx + rydy = —/ (1 —t)%dt + / t2dt + / tdt
c 0 0 0

1 3 271
/xgdanxydy: [—(1—t)3+t—+t—}
c

3 3 2],
1 1312 1 0® 02
24 dy=[=(1-1P + —+ = - |21 - 0P + — + =
/Cx x + zydy {3( )+3+2} [3( 0)—|—3—|—2}

1 1 1 1
2
d dy=|(=+=]—-|=) ==
/Cas T + xyay (3—1—2) (3) 5
3. Sea la superficie z = 2? +y, D : [0,1] x [-1,1]. Evaltie la integral

/ xdS
s

Primero, definamos el siguiente vector:

T = (z,y,2) = (r,y,2% + )

Ahora determinemos los siguientes vectores:

- aT [o, 0, 9, ,

- 9T [0, a, . 9 ,
Ty =5 = [ @ i e+ 1)

Al realizar las debidas derivadas parciales:

—

T, = (1,0,2z)

—

T, =(0,1,1)

Ahora, realicemos el siguiente producto cruz:

bl

— —

T, X =

’ 22| = (=22)i — (1)) + (k= =221 — j+ k

1

O = o
— O <o

Calculando la norma de fx X fy:



Txxf

Y

= /(—22)2 + (—1)2 + 12 = V422 + 2

Para determinar la integral que solicita el ejercicio:

/de:/x‘
s D

/Sa:dS = /_11 dy/o1 <x\/W) dr = [?J]l,l /01 (ZL’M) dx

1 1
T, X fy dA = / / (x\/ 422 + 2) dzdy
-1Jo

1 1
/de —1— (1) / (x\/4x2 n 2) dz = 2/ (x\/4x2 n 2) dz
s 0 0
Ahora, consideremos la siguiente sustitucion:

w=4z>+2

du = 8xzdx

De este modo:
u2

u2 du 1 u2 1 U3/2 1 1
ds =2 R V200, = = — = [(42 4 2)3/2
/sx o / (V) 8 4/u1 C T {3/2} 6[( Rt

ul ul

(63/2 o 23/2)

| =

/Sde _ % { [(4(1)2 + 2)3/2} _ [(4(0)2 + 2)3/2}} =

Reorganizando términos:

/de:
s

4. Evalte la integral

(6%—2\/5):f—%\/§=¢§<f—%)

| =

/F~d§
S

donde 7= (z,y,2), y S es la esfera unitaria.
Sabemos que en coordenadas esféricas:

x = Rsin¢cosf



y = Rsin¢sinf
z = Rcos¢
Donde R =1 en el caso de la esfera unitaria. Ahora, definamos el siguiente vector:

7= (x,y,2) = (Rsin¢cos#, Rsin ¢sin b, R cos ¢) = (sin ¢ cos b, sin ¢ sin 0, cos ¢)

Ahora determinemos los siguientes vectores:

Ty = % = :%(sinm:os 0), %(sin(bsin 0), %(COS ¢)}
T = g_;: = :%(sinqﬁcos 0), %(Sinqﬁsin 0), %(COS gb)}

Al realizar las debidas derivadas parciales:

—

7p = (—sin ¢ sin 6, sin ¢ cos 0, 0)

7 = (cos ¢ cos ), cos ¢sinf, —sin ¢)

Ahora, realicemos el siguiente producto cruz:

0 j k
Tp X Ty = |—singsinf sin ¢ cos 0
cospcosf cospsinf —sin ¢

7p X T = (—sin® ¢ cos 6)i — (sin® psin ) + (— sin ¢ cos ¢ sin® § — sin ¢ cos ¢ cos> 8)]2:
7y X 7y = —(sin® ¢ cos B)i — (sin® ¢psinh)j — [sin ¢ cos ¢(sin® 6 + cos® 0)] k
7y X 7y = —(sin? ¢ cos B)1 — (sin? ¢sin B)] — (sin ¢ cos @)k

Iy X Ty = —sin ¢ | (sin ¢ cos 0)i + (sin ¢sinf)j + (cos qb)l;:

Pero si observamos con detenimiento, podemos hacer la siquiente sustitucion:



Aunque, para este problema en particular ocupamos que el vector radial siempre apunte
hacia afuera, por lo que:

_215 X Fg = (smgb)f'

Ahora realicemos la integral que propone inicialmente el problema:

21 T 27 ™
/F-d§:/ /F-(F¢xfg)d¢d0:/ /F-(sin¢)f’d¢d9
S 0 0 0 0
N 27 T
/F-dS:/ / (sin @) ||7||* depdf
S 0 0

Pero:

7" = 2® +y* +22 =1

Entonces:

Jras= [ [Tmopaoan = [ o ["tinorto = 0 ool

/S F.dS = (27 — 0) [cos(0) — cos(m)] = 27 [1 — (—1)] = 27(2) = 4

. Determine el plano tangente a la superficie r = u? —v?, y = u+v, z = u? + 4v en
el punto (—1/4,1/2,2).

Primero, definamos el vector:

T = (u? — v? u + v,u? + 4v)

Ahora determinemos los siguientes vectores:

. aT [8,,
Tv_%_ﬁv v

Al realizar las debidas derivadas parciales:

—

T, = (2u, 1, 2u)



T, = (—2v,1,4)

Ahora, realicemos el siquiente producto cruz:

ToXTy=|2u 1 2ul=(4—2u)i— Bu+4uv)j+ (2u+2v)k
—2v 1 4

>

El siguiente paso es establecer el siguiente sistema de ecuaciones:

- 11
T = (u*— v’ u+v,u* +40) = (—— - 2)

42’
uz_vz__;L
u+v=—
u?+4dv =2

Hagamos la siguiente resta:

v+ 4y — = =0

=] ©

La ecuacion cuadrdtica anterior tiene como soluciones:

1
U1:§
oo 3
D)
Por ende:
1 1 1
— .y ==—>-=0
=5 =575

10



Sin embargo, la inica opcion que cumple con las tres ecuaciones simultaneamente es:

U1:0

N

v =
Reemplazando uy, v en T, xT,:
T, x T, = [4 —2(0)] i — l8(0) + 4(0) (%)} j+ [2(0) +2 (%)} k=4i+k
A este nuevo vector lo denominaremos:

A=d4i+k

Para obtener el plano tangente, debemos realizar el siguiente producto punto:

ﬁ'($—$0>y—yo,Z—Zo):0

Donde:
1
o = _Z
1
Yo = 5
20 — 2
Entonces:

SRR R R

1 1
4,0,1) - Sy—=,z2-2) =
( 70’ ) (I+4’y 27Z ) O

4(x+i>+(z—2):0

11



dr+1+2-2=0
dr4+2—-1=0
Reorganizando términos:

dr+2z=1

. Calcule el rea al interior de la hipocicloide definida por x2/3+%/3 = /3

la parametrizacion

, usando

r =acos’t
y = asin’®t
con dominio ¢t : [0, 27].

Utilizaremos la formula del drea para curvas planas parametrizadas:

En primer lugar, determinaremos las derivadas:
2'(t) = —3acos® tsint
Y/ (t) = 3asin®tcost

Sustituyendo:

2
A= 3 / [(acos®t)(3asin®tcost) — (asin® t)(—3acos’ tsint)] dt
0

27
A= 3 / (3a2 cos? tsin? t + 3a? cos? t sin? t) dt
0

27 21
A= % / (3a2 cos? t sin? t) (0082 t + sin? t) dt = % / (3@2 cos? t sin? t) dt
0 0

12



Podemos usar la identidad trigonométrica sin(2t) = 2sint cost:

21 2 in(2 2 2 1
A= §a2/ (costsint)?dt = §a2/ sin(2¢) dt = §a2/ ~sin?(2t)| dt
2 /o 2/ 2 2 Jo |4

Y como:

1 — cos(4t)

.2
2t) =
sin”(2t) 5

Podemos simplificar la integral:

3 2T 1 — cos(4t) 3 2 3 1 o
A= =qg? S S = 42 1— 4 — 242 |t — Zsin(4
¥ /0 [ 5 } dt T /0 [1 — cos(4t)] dt e {t 4sm( t)]o
A= 6% { {27? 1 Sm(87r)} [0 1 SIH(O)]} = 16% (2m) = e

13



