Tercer Examen Parcial

Calculo IV

Enero 2022

. Hallar el area del circulo D de radio R usando el teorema de Green.

Si C es una curva cerrada simple que acota la region D:

0
xd :/—di:/dA:A
/c Y Da$() D

/C(—y)dy =/ —a%(—y)dA = /DdA = A

Entonces:

%/dey + (—y)dz = %(A +A) = %(214) =A

/ xdy — ydx
c
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Como D es un circulo de radio R:

r = Rcosf

y = Rsin6

Sustituyendo:

1 27
A= 5/ (Rcosf)(Rcosfdf) — (Rsinf)(—Rsin 0db)
0

1 2m 1 2m
A= 5 / R? cos® 0df + R?sin”® 0df = 5 / R?*(cos® § + sin® 0)do
0 0



1 [ 1 1
A= —/ R*df = R*|];" = ~R*(2m — 0) = 7R’
2 Jo 2 2

2. Use el teorema de Stokes con F' = (22+y—4)i+3zyj+(2z2+22) y S es 22412 +22 = 16
con z > 0.

Primero, encontremos el rotacional de F':
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<VXF>:¢_8_y(2xz+Z )—a(&xy)—()

(V X ﬁ)y =— [Q(sz+ 2?) — %(ﬁ +y—4)| =—(22) = -2z

Ahora, considerando que:

x = 4cosfsin ¢
y = 4sinfsin ¢

z=4cos ¢
Definamos el siguiente vector:
7= (x,y,2z) = (4sin ¢ cos 6,4 sin ¢psin b, 4 cos ¢)

Ahora determinemos los siquientes vectores:

L,oor [0, . a .. .. 0
=55 = _80(4sm¢cosz9),80(4sm(bsm9),ae(4cos¢)]
L_or o, . g, .. 0
Ty = 8_¢ = _a¢(4sm¢0089),a¢(4smgbsm9),a¢(4cos¢)]



Al realizar las debidas derivadas parciales:
79 = (—4sin¢siné, 4sin ¢ cos b, 0)

T = (4cos ¢ cosB, 4 cos psinf, —4sin @)
Ahora, realicemos el siguiente producto cruz:

i j k
Ty X Ty = |—4sinpsinf 4sin ¢ cosd 0
dcospcosf 4dcos¢psinh —4sing

7y X7y = (—16sin ¢ cos 0)i— (16 sin? ¢ sin §) j+(—16 sin ¢ cos ¢ sin? H— 16 sin ¢ cos ¢ cos? O)k

p X 7y = —(16sin* ¢ cos 0)i — (16sin® ¢sin 0)j — [16 sin ¢ cos ¢(sin? 6 4 cos® 9)] k
7p X 7 = —(16sin” ¢ cos 0)% — (16 sin? ¢ sin 0)5 — (16 sin ¢ cos gb)l%

Ty X Ty = —4sin ¢ [(4 sin ¢ cos 0)i + (4sin ¢sin )] + (4 cos (b)l%]
Pero si observamos con detenimiento, podemos hacer la siquiente sustitucion:
’f_’b X ’I?qg = —(4SIH¢)’F
Aunque, para este problema en particular ocupamos que el vector radial siempre apunte

hacia afuera, por lo que:

F¢> X Fg = (4sm¢)F

Con lo obtenido anteriormente, podemos realizar la siquiente integral:
., o 2 w/2 .
/ (v X F) 4§ = / / (v X F> - (4sin ¢)7d¢dd
s o Jo
B ., 2 pw/2
/ (v X F) 4§ = / / 4sin g (0,—22,3y — 1) - (z,y, 2) dddf
s o Jo

N N 2 pw/2
/(VxF)-dS:/ / 4sin ¢ (—2zy + 3yz — z) dpdb
s o Jo

L(Vxﬁ)'dgz/o%/Oﬂ/24sin<b(yz—z)d¢d0
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Ajustando el término yz — z a términos de ¢ y 0:

yz — z = (4sin@sin ¢)(4 cos ¢) — (4 cos ¢) = 16sin 6 sin ¢ cos ¢ — 4 cos ¢
N . 2r /2
/(VxF)-dS:/ / 4sin ¢ (16 sin 0 sin ¢ cos ¢ — 4 cos ¢) dpdb
S o Jo

. . 2r  pm/2
/(VXF>~dS:/ / (628in98m2¢cos¢—168inq§cos¢)d¢d6
s o Jo

Separando en dos integrales:

/ (V X ﬁ) dS = /27r /Tr/2 (62 sin @ sin® ¢ cos qb) dedh — /27r /7T/2 (16 sin ¢ cos ¢) dpdb
S o Jo o Jo

Resolviendo la integral izquierda:

2 pmw/2 2w /2
/ / (62 sin 0 sin? ¢ cos gb) dodf = 62 / (sind) df / (sim2 ¢ cos qb) do
o Jo 0 0

2 pw/2 /2
/ / (62sin f'sin® ¢ cos ¢) dpdf = 62 [cos Q]gﬂ / (sin® ¢ cos ¢) dop
o Jo 0

2w pm/2 /2
/ / (62sin @sin® ¢ cos ¢) dpdf = 62 [cos(0) — cos(2)] / (sin® ¢ cos @) dop
o Jo 0

2w pw/2 /2
/ / (62sin fsin® ¢ cos ¢) dpdf = 62 (1 — 1) / (sin® ¢ cos @) dp = 0
0 0 0

Resolviendo la integral derecha:

w/2

2r /2 2w w/2
/ / (16sin ¢ cos ¢) dpdf = 16 / do / (sin ¢ cos @) dp = 16 [0]T [1 sin? qb]
0 0 0 0 2

0
T 6 d6do = 16 (27 — 0) | L sin? (T) = Lsin? (0)] = 162m) ( 2
/0 /0 (16 sin ¢ cos @) dpdf = 16 (2w — ){Esm (5)—§sm()]— (7()(5)

2 pm/2
/ / (16 sin ¢ cos @) dpdf = 167
o Jo



Reemplazando en la integral original:

/S<V><ﬁ)-d§:0—167r=—167r

Usando el teorema de Stokes:

j{jﬁ-d§:[g<Vxﬁ>-d§

= —167

3. Sea F = (ye?)i + (z€?)] + (xye?)k, muestre que

/ F.ds=0
c
Primero debemos determinar V x F:
i k
7_|lo 8 o

- a z a 2\ _ .z z
<V><F)Z:%(:ce)—a—y(ye)—e —e*=0

Por ende concluimos que V X F = 0. Usando el teorema de Stokes:

Aﬁ-d§z[q(VXﬁ>~d§z/g5~d§zO

4. Sea F = yi + [z cos(yz) + ]] + y cos(yz)k, determine f tal que F=V/.

Primero debemos determinar si ' es irrotacional. Para ello:

Rk j k
VxF=|2 o 2
y zcos(yz)+x ycos(yz)
(V X F)x = %[y cos(yz)] — %[z cos(yz) + ]



(vx ), =~ { Sreostyz)l - 50}
(V% F) = glecosty) +a] = 50

Realizando las respectivas derivadas parciales:

<V X ﬁ) = cos(yz) — yzsin(yz) — cos(yz) + zysin(yz) =0
<V X ﬁ) =0
Y

(vXﬁ)Z:1—1:0

Concluimos que V x F =0, lo cual indica que F' es irrotacional. Ahora, determinaremos
f con la siguiente expresion:

T Y z
f:/ Fl(t,0,0)dt+/ Fy(z,t, O)dt—l—/ F3(z,y,t)dt
0 0 0

Donde Fy =y, F; = zcos(yz) + x y Fy = ycos(yz). Sustituyendo:

f= /Om(O)dt + /Oy[(O) cos(0) + z|dt + /Oz[y cos(yt)]dt = /Oy xdt + /Oz[y cos(yt)]dt

Resolviendo cada integral:

f=zx[t]g + [sin(yt)]§ = z(y — 0) + [sin(yz) — sin(0)] = xy + sin(y=z)

5. Sea F = (23)i + (%)) + (2*)k. Evaluar la integral de superficie sobre la esfera
unidad.

Primero debemos determinar V - F:

*_a 3 0 3 0 3\ _ 9,2 2 2 _ 2 2 2y
\Y, F—ax(x)+ay(y)+8z(z)—3x +3y°+32° =3 +y +2°) =1

Dado que la esfera unidad es x*> + y* + 2*> = 1. Ahora, usando la ley de Gauss:

/Sﬁ-dﬁzfv(v-ﬁ)dvz/v(s)dvzza/vdv

Como V representa el volumen de una esfera de radio R = 1:
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