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1. Determina el potencial en el interior de una placa bidimensional con las si-
guientes condiciones de contorno:

y

A

V(x,a) - 0

Vo =Vo Vixs0y) =0

V(x,O) = 0

Figura 1: Consideremos una placa bidimensional conductora semi-infinita sobre el plano xy, cuyo potencial en
los bordes es cero, excepto sobre el lado izquierdo en x = 0 donde el potencial es un valor V, constante.

Se trata de un problema donde la densidad de carga p es cero, y el problema consiste
entonces en resolver la ecuacion de laplace para el potencial Vi, ) y aplicar las condiciones
de frontera que se mencionan:

2 2
vy =2V OV
ox?  0y?

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales parciales, se utiliza el método de separa-
cion de variables, es decir, el método consiste en proponer que nuestra funcion de potencial
Viz,y) puede escribirse como el producto de una funcion unicamente dependiente de la va-
riable x y otra funcion unicamente dependiente de la variable y, es decir, el potencial es
de la forma:

Viey) = X@) Yy
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De esta manera si sustituimos Vi, ,) en la ecuacion de laplace, las correspondientes deri-
vadas parciales se convierten en derivadas ordinarias:

X @) 'Y
YT(ZJ) de + X(CF) dy2 = O
Dividimos entre X(4)Y(,) y la ecuacion se transforma en:
1 dQX(x) 1 d2Y(y) _ 0

Ky da? Vi) dy?

Ahora bien, fijémonos en que tanto el primer termino como el sequndo son funciones
unicamente dependientes de la variable x y de la variable y correspondientemente:

1 d2X(m) :f
X(x) dx? @)

1 d2y(y) _

Y*(y) dy2 — Yy

Es decir, en cierta forma es como si tuviéramos que una funcion de la variable x es igual
a otra funcion de la variable y:

f) + 9@ =0

Lo cual solo es posible cuando estas funciones son una constante:

1 dQX(g;) _ ok
X(z) dx? @)
1 sz(y)
— p— p— k
Yo d 0T
k= ks

De esta manera logramos separar la ecuacion diferencial original en dos ecuaciones dife-
renciales independientes, una para la variable x y otra para la variable y:

d* Xz
kX =0
d2Y,
dy(Qy) + Ry =0

Si ky = k? es fdcil ver que la ecuacion diferencial para y se trata del oscilador armdénico,
mientras que la ecuacion diferencial para x tiene su solucion como exponenciales o bien



con las funciones trigonométricas hiperbolicas sinhx y coshx; en este caso nos conviene
escoger la forma con exponenciales, ya que evaluaremos en x — 0o y tenemos entonces:

X(x) = Aeh® + Be ™k

Y(y) = Csin (ky) 4+ D cos (ky)

Asi pues, ahora aplicamos las condiciones de frontera usando que Vi, = XYy, para
la cara de abajo:

Vizo) = 0= X Y0

Y(0) = 0 = Csin (0) + D cos (0)

Como sin(0) = 0 y cos (0) = 1 para que se cumpla que Yoy = 0 tiene que cumplirse que
D = 0. Luego, para la cara de arriba:

Vi) =0 =X Y

Y(a) = 0 = Csin (ka)

Para que se cumpla que Y(q) = 0 entonces k = " de manera que cuando evaluamos en a
nos da cero. Por otra parte para la cara de la derecha, cuando x tiende a infinito :

Vie=soy) = 0 = X(o0)Y(y)

X(oo) =0= Aek(oo) + Be_k(oo)

De manera natural cuando x tiende a infinito e tiende a cero, de modo que la constante
A debe ser cero, pues € diverge en el infinito.
Entonces para algin valor entero n tenemos que las funciones X,y y Yy tienen la forma:

X(x) = Bneikx

Yy = C,sin (ky)

nw 4.

_nm . nim
View) = X@)Y(y) = Ane™ @ m&;w

Donde A, = B,C,. Recordemos que en ecuaciones diferenciales existe el principio de
superposicion, y la solucion mas general de una ecuacion diferencial es la suma de todas



las soluciones que tengamos, entonces nuestra solucién las general para Vi, ) es la suma
sobre cada valor n entero.

ZA@ % sin ( y)

Ahora lo tinico que nos resta es aplicar la condicion de frontera Vo, = V, para estimar
la forma de las coeficientes A,,, para ello, utilizaremos la propiedad de originalidad de la
funcion seno, es decir, de la integral:

a nw mm a/2 m=n _a
dy = - _5nm
/0 sin (——y) sin (——y)dy = { 0 m#n 2

Aplicando la ultima condicion de frontera:

Vioy) = Vo = ZAnsin(nl
n=0

Aplicando la originalidad del seno y recordando que cuando tenemos la delta 6, dentro
de una suma, debemos quitar la suma y cambiar el indice:

/ V;sin(?y)dy = ZA”/ sin(%y) sin —y )dy = ZA —Onm

0 =0 0

@ mm > a a
o i —y)dy = An_énm — Am_
/0 V, sin ( - y)dy nZ:O 5 5

2 a
A, = —/ V, sin (—vy)dy
a Jo
Resolvemos la integral:
2 “ mm
A, = —VO/ sin (—vy)dy
a " Jo a
2 a 2
A = Yoo [— cos (my)] _ 2o — [1 — cos (mm)]
a mm 0o mm
2V,
Ap = =211 = (=)™
oy (1)

Notemos que para los valores pares de m los coeficientes A,, son cero, por lo que en la suma
solo tendremos los términos con los valores impares de m, es decir, para los m = 2k + 1
los coeficientes de la suma toman los valores:



4V,
A, — Vo
TRk + D

Entonces la solucion final a la ecuacion de laplace con estas condiciones de frontera con-
cretas esta dada por:

w 4V, ke, [(2k+ D)7
View) = ; [(2k + 1)#] ‘ S [ a y}

2. Determina el potencial en el interior de un paralelepipedo con las siguientes
condiciones de contorno:

Z

Vieye) = Vo

Vix0z) =0

X b
Vixy0) =0

Figura 2: Consideremos un paralelepipedo conductor cuyo potencial en la cara superior tiene un valor V, cons-
tante, mientras que en todas las demds caras el potencial es cero.

El problema es bastante similar al anterior, con la diferencia de que ahora debemos resolver
la ecuacion de laplace en tres dimensiones.

0%V N 0*V N o’V
ox2 Oy 022

ViV = 0

Nuevamente usaremos el método de separacion de variables:

Vi) = XY Z2)

X @) d*Yy)
YoZe—m +XwZe—7s




Dividimos entre X )Y, Z(2):

1 d*X, 1 d*Y, 1 d*Z.
@ o W | (2)

—0
Xy de? Yy dy? Zy d2?

ky +ky + k. =0

k. = _(kr + ky)
Si tomamos que k, = —a* y k, = —f* entonces k, = (a* + ?)

PX@) |
a2 « X(x) =0

d2y(y) 2

ap =

d*Z,
dzé L (0 + )2 =

Y las correspondientes soluciones son:

X(z) = Asin (ax) + B cos (ax)

Y(y) = Csin (By) + D cos (fx)

Z(zy = Esinh (I'y) + F cosh (I'z)

Donde I' = \/a? + (2.

Luego, aplicamos las condiciones de frontera sobre x:

Vo, = 0= XY 2

Xy = 0= Asin (0) 4+ B cos (0)

Como sin (0) = 0 y cos (0) = 1 entonces B = 0 para que se cumpla la igualdad.

Vi) = 0= XYy Zz)

Xy = 0= Asin (xa)



Ahora aplicamos las condiciones de frontera sobre y:

Ve, = 0= X Y020

Y(0) = Csin (0) + D cos (0)

Como sin (0) = 0 y cos (0) = 1 entonces D = 0 para que se cumpla la igualdad.

Viap) = 0= X@) Y Z()

Yy = 0= Csin (3b)

De modo que:

Por otra parte las condiciones de frontera para z nos dan:

Vizy,0) = X@)Yw)Zo)

Z() = Esinh (0) + F cosh (0)

Como sinh (0) = 0 y cosh (0) = 1 entonces F' =0 para que se cumpla la igualdad.

Nuevamente la solucion general esta dada por la suma sobre cada valor entero de n y m
es decir:

Viey,) = Z Ay SIn (%Tx) sin (%y) sinh (T, 2)

Aplicamos la ultima condicion de frontera:

- .oonm . T .
Vizwe = Vo = Z Apm sin (Fx) sin (Ty) sinh (I',,,,¢)



Ahora usamos la originalidad de las funciones trigonométricas, para determinar la forma
de los coeficientes Ay, es decir:

a / —
/0 sin (%T:v) sin(%az)dz = {a(/)2 Z, ;Z = génn/

b ooomm . m/m b/2 m'=m b
/O‘SIH(T:I/)SIH( b y)dy:{ 0 m/%m:§5mm/

Entonces:

= b
y)dzdy = Z A, sinh (anc)g(Snn/ §5mm'

a rb / /
/ / V, sin (Ew) Sin(m7T
o Jo a b

a b / /
n'm m'm ab
; i = A, sinh (', c)——
/0 /0 . (a x) sin ( 2 y)dxdy e sinh nmc)22

n,m

Por comodidad usamos nuevamente n y m en lugar de n' y m'.

Anm:absmh s / / sin ( —:17 Sln(%y)dxdy

Realizamos la integral doble:

/ / sin ( —x sin (%y)dwdy = % [— Ccos (Ex)}a b [— Ccos (?Z/)]Z

/ / sin ( sm( 7 )dxdy = mciir? [1 — cos (nm)] [1 — cos (mm)]
Apm = iV, [1 — cos (nm)] [1 — cos (mm)]

nmn? sinh (I'),;.¢)

A= —— o1 (L1 — (~1)

nmn? sinh (I',,;,.¢)

Nuevamente fijémonos en que cuando n y m toman valores par, los coeficientes A, se
anulan, por lo que solo nos quedan los coeficientes con valores de n y m impar, es decir,
cuando n =2k +1 ym = 27 + 1 entonces nuestros coeficientes ahora son de la forma:

16V,
(2k +1)(2j + 1)m2 sinh (' c)

Ay =

Donde ahora I'y; es de la forma:



Y la solucion final es entonces:

R 16V, Qk+Dr ] . [@2i+Dr ] .
Views) _; [(2k+1)(2j—|—1)7r2sinh (ijc)} Sm[ a “’} Sm[ p Y| sinh (Ti2)

3. El potencial en una esfera de radio R esta dado por:
WVigy = k cos (30)

Donde k es una constante, encuentre el potencial dentro y fuera de la esfera.

Z

Vir6,p) = k cos(36)

X

Figura 3: Tenemos ahora una esfera conductora, que sobre su superficie tiene un potencial de la forma V(g) =

kcos (30) con k una constante.

Ahora nuestro problema se resume a resolver la ecuacion de laplace en coordenadas esféri-
cas, para luego aplicar las correspondientes condiciones de frontera, para ello como ya bien

sabemos utilizamos el método de separacion de variables:

10 ov 1 0 oV 1 o*V
oy, _ 2 O (20V, L o[ . 0V _
viV= r2 Or <T 8r) T2 smo 00 (Sm080> * 72 sin” ¢ ((9¢2) 0

Viro.e) = BiyUo) Pg)




10 9 dR(,«) 1 0 . dU(@) 1 d2P(¢)
— — P, _ H—= P, =
r2 Or (T dr OMO +7“2 sin 6 00 St df B Proy +r2 sin? 6 dg? LOR(0 0

Dividimos entre R, Uy Pg) y multiplicamos por r? para obtener:

1 dR, 1 dU 1 d’P,
9 (280 N . 9 (no™e . _ @\ _y
Ry Or dr Upysin 6 00 do Pyysin® 6 \  dg¢?

Ahora vemos que el primer termino es una funcion unicamente dependiente de la variable
r por lo que este término debe ser algun valor constante:

1 d ( ,dR,
Jo _(7,2 ())_a

dr

1 dU 1 d*P,
L d (s eWe _ @\ _ _,
U(g) sin 6 df do P(¢) sin“ 0 d¢2

Ahora reescribimos y multiplicamos por sin? (9) y tenemos:

sinf d (. dUg) . 9 1 (d*Py
Uy df <sm 70 ) + asin” 0 + oy \ do? 0

Vemos que:

. singi sin dU(g)
7 U db df

B — _
@ Py ( dg? ) 4

Ahora dividimos entre sin® (8) y multiplicamos por Uy a la funcion ge) y reescribimos:

)+asin26:5

L d (. ,dUg PUw _
sin 6 d@ (sm& do +ale = sinf 0

1 d (. dUg 3
il 0 _ -
sin 6 df (Sm do ) - <O‘ snzg ) Vo =0

Luego para hig) tenemos que:

1 (d2P<¢>) _ 3
Py \ d¢?
d* Py
d¢?

+ BFg) =0
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De esta manera obtenemos las tres ecuaciones diferenciales para cada funcion Ry, Ug) y
Py separadas y completamente independientes de las demds variables:

d o ARy B
% (7” 7 — OéR(T) = 0

1 d aU g B
sin 6 df (sm@ do ) * (a a sin20) Ve =10

Py
de?

+ 8P =0

Una manera de simplificar la solucion, es considerar el caso donde Py es constante, es
decir, el caso donde hay simetria acimutal, o bien, cuando el potencial no depende del
angulo ¢, asi pues implica que 5 =0 y el potencial es de la forma:

Vire) = RiyUe)

Y nuestro problema se limita a estas dos ecuaciones diferenciales:

d ( ydRg B
5 (7“ 7 — OéR(T) =0

1 d (. ,dUgy g B
sin 0 df (sm& do ) * <a— sin? 0 Ve =10

Comencemos con la ecuacion angular, realizamos el cambio de variable v = cos0, Py =
Uig) y por tanto dx = —sin0df de donde sabemos que:

d _ 21/2d
pr A i

Sustituyendo en la ecuacion obtenemos:

d dP,
e [(1 — 51:2)%} +aP;g) =0

d P 2, @ Play
—21’%4‘(1—1’ ) A2 +OéP($) =
d*P, dP,
o0 Py () _
(1—2%) T2 Zx—dx +aPg =0

Puede mostrarse luego de usar el método de Frobenius al rededor del cero, y tomando
a = k(k + 1) en las relaciones de recurrencia, que esta ecuacion tiene por solucion los
llamados polinomios de legendre Py(cosf).

Por otra parte, retomado la ecuacion radial:
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d ( .dR
_(Tz (r)

—kk+1DR,n=0
dr dr) (+)()

Igualmente ya que r = 0 es un punto singular regular, usando el método de Frobenius al

rededor del cero podemos mostrar que la solucion mas general para la parte radial, esta
dada por:

o0 Bk
Viro) = Z (Akrk - m) Py (cos0)

k=0

Ahora que ya conocemos la solucion a la ecuacion de laplace en coordenadas esféricas,
debemos aplicar la condicion de contorno para estimar los coeficientes Ay y By para sus
correspondientes casos, dentro y fuera de la esfera.

Comenzaremos calculando el potencial dentro de la esfera, para ello debemos hacer B, = 0
ya que estamos interesados en los valores de r acotados por el radio de la esfera, es decir,

st evaludramos el potencial en el limite r = 0 el termino con los coeficientes By, divergiria,
ya que estamos dividiendo entre cero.

Vv(r,@) = Z AkaPk(COS 0)
k=0

Virg) = kcos30 = Z AR R" Py (cos 0)

k=0
cos 30 = cos (20 + 0)
cos 30 = cos 260 cos ) — sin 20 sin 0
= (cos® § — sin® 0) cos @ — (2sin @ cos #) sin &
= [(cos®# — (1 — cos® )] cos§ — 2(1 — cos® §) cos §

cos30 = 4cos®0 — 3cosh

Pero nosotros conocemos algunos de los polinomios de Legendre:

Py(cosf) = cos b
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1
Ps(cosf) = 5(3 cos® — 1)

1
Ps(cos®) = =(5cos® 0 — 3cos b
2

Entonces la idea es poder escribir cos 30 como una combinacional lineal de estos polinomios,
esto nos va a permitir usas la originalidad de los polinomios de Legendre a la hora de
estimar los coeficientes:

cos 30 = 4cos® @ — 3cos) = AP\ (cosf) + BPs(cosb)

1
4cos®0 —3cosh = Acost + 53(5(?0839 — 3 cosf)

A=_3
5
B=":
5

Entonces:

Viey =k [—gPl(cos 0) + ng(cos 0)}

Ahora si usamos la originalidad de los polinomios de Legendre a la vez que aplicamos la
condicion de frontera:

Virg) = kcos 30 = Z AL R" Py (cos 6)

k=0

La originalidad es:

_ _ 2 i 2
/0 Pj(cos 0) Py.(cos 0) sin 0df) = {2k0+1 :; £k %—H5kj

/ VigyPj(cos 0) sin 0df = Z AL RF / P;(cos 8) Py(cos 0) sin 0d6
0 0

k=0
s ' o0 9
/0 VigyPj(cos 0) sin §df = % Akka&q
/Tr VigyPj(cos 0) sin 0df = A; R 2
0 (0)1 - 2,] 41
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2j+1 [~ .
4y=2% /0 Vig) P, (cos 0) sin 06
2j+1 [ [ 3 8
i = 3R /0 k |:_5P1(COSG)+ 5P3(COS(9):| i (cos 0) sin 0d0
A= 2 +,1k 3 / Py (cos 0)Pj(cos 0) sin 0d § / Ps(cos 0) P;(cos 0) sin 0d6
2R 5 \Jo 5\

Sustituimos los coeficientes A; en la suma y aplicamos las deltas sobre esta misma:

Viro) = Z Apr* Py(cos 0)

k=0

k[ 3 8
Viro) = ZE {—g i1+ 55J31 1) P;(cos )

3k
Viro) = Z v P;(cos )61 + Z ——P (cosB)djs

5 R
J_
8k r3
Virg)y = ———=Pi(cosb) + ﬁP:g(COSQ)
3k r S8k r3 [1
Vir0) —5 s +€§ {5(5008 7 30050)}

Finalmente obtenemos:
2
Viro) = g (}%) cos 6 [4 (}%) (5 cos? 0 — 3) — 3]

Ahora bien, para estimar el potencial fuera de la esfera, nos interesamos en las regiones
de r mayores al radio, por lo que si ahora evaludramos el potencial en r = oo el termino
con el coeficiente Ay, es el que diverge, entonces debemos hacer A, = 0 y nuestra expresion
para el potencial se reduce a:



o0

By,
Viro) = Z mPk(cos 0)
k=0

/ VigyPj(cos 0) sin §df = Z BR™*! / P;(cos 8) Py (cos 0) sin 0do
0 o 0

T . OO L 2
/o ‘/(g)Pj(COSQ)SIHQdQZkZ:%BkR k 12k+15kj

T . )
Pj(cos0)sinfdf = B;R~7 ' ———
/0 Vo) Pj(cos 0) sin iR 511

B; = 2].—;_1}%3'“ /07T VigyPj(cos 0) sin 6db
Bi = 2j;r S {‘% (jS 15jl) +§ <2j2+ 153'3)}
B; = kR7t! {—g i1+ géjg}
Ahora sustituimos B; en el potencial:
Viro) = :OO kﬁ—f {—253'1 + ;53‘3] Pj(cos 0)

— 3k I = 8k RI*!
‘/(r,e) = — Z EW_P]‘(COS 0)5j1 + Z ET].T.P]‘(COS 9)533
7=0

J=0

3k (R\’ 8k (R\"
Viro) = 5 <7) P (cosf) + = (?) Ps(cos 0)

3k (R’ 8k (R\'[1 _
V(r,e)——? <?) cosﬁ—i—?(—) {5(5008 9—30089):|

r

Finalmente obtenemos:

k (R\° R\?
‘/(r,e) = g (7) cos [4 (7) (5 C0820 — 3) — 3]

En general si el potencial en la superficie fuera una funcion mas compleja, siempre podemos
hacer una expansion en polinomios de Legendre similar a cuando expandimos una funcion
en series de Fourter, lo cual nos permite utilizar la originalidad de los polinomios.
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